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Fluxo Antecipado

 ௠|𝑎̈௡| = 𝑣௠ + 𝑣௠ାଵ + 𝑣௠ାଶ + ⋯ + 𝑣௠ା௡ିଵ

 𝒎|𝒂̈𝒏| = 𝒗𝒎
𝟏 − 𝒗𝒏

𝟏 − 𝒗
Fluxo Postecipado

 ௠|𝑎௡| = 𝑣௠ାଵ + 𝑣௠ାଶ + 𝑣௠ାଷ + ⋯ + 𝑣௠ା௡

 𝒎|𝒂𝒏| = 𝒗𝒎𝒗
𝟏 − 𝒗𝒏

𝟏 − 𝒗



Fluxo Antecipado

 ௠|𝑎̈௡| = 𝑣௠ ଵି௩೙

ଵି௩
= 𝑣௠𝑎̈௡| 𝑚 = 0 → 𝑎̈௡ത| =

ଵି௩೙

ଵି௩
 

Fluxo Postecipado

 ௠|𝑎௡| = 𝑣௠ାଵ ଵି௩೙

ଵି௩
= 𝑣௠𝑎௡| 𝑚 = 0 → 𝑎௡ത| = 𝑣

ଵି௩೙

ଵି௩

 𝒎ା𝟏|𝒂̈𝒏| =  𝒎| 𝒂𝒏|



Anuidades



FLUXO ANTECIPADO

 ௠|𝑎̈௡| = 𝑣௠
1 − 𝑣௡

1 − 𝑣
= 𝑣௠𝑎̈௡|

 ௠|𝑎̈௡| = 𝑎̈௡ା௠| − 𝑎̈௠|

FLUXO POSTECIPADO

 ௠|𝑎௡| = 𝑣௠ାଵ
1 − 𝑣௡

1 − 𝑣
= 𝑣௠𝑎௡|

 ௠|𝑎௡| = 𝑎௡ା௠| − 𝑎௠|



EXEMPLO 1: Uma loja de departamentos está vendendo um
conjunto de cadeiras. A forma de pagamento proposta pela loja
consiste 8 prestações de $ 6000,00 e só comece a pagar a partir
do início do 4° ano após adquirir o produto, considerando uma
taxa de juros de 1,25% ao ano, em regime de juros compostos.
Determine o quanto custaria essas cadeiras caso o pagamento
fosse a vista.



SOLUÇÃO

 ସ|𝑎଼̈|ഥ = 𝑣ସ
1 − 𝑣଼

1 − 𝑣
≈ 7,29127

Assim o valor das cadeiras a vista é dado por:

6000 ×ସ| 𝑎଼̈|ഥ ≈ $43747,62



SOLUÇÃO ( Caso Postecipado)

 ସ|𝑎଼|ഥ = 𝑣ହ
1 − 𝑣଼

1 − 𝑣
≈ 7,201254

6000 ×  ସ| 𝑎଼|ഥ ≈ $43207,52



Na prática, planos de aposentadoria são comprados anos antes
do início dos recebimentos dos benefícios.

 Anuidades diferidas são pagas passado um determinado prazo,
diferentemente das anuidades imediatas.

 Caso o participante faleça antes do início do recebimento da
anuidade (antes de aposentadoria) a seguradora não terá que pagar
nada ao segurado (considerando que não existe reversão para
pensão).

Anuidades Diferidas



𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்̈ೣ ାଵି௠| = 𝑣௠𝑎்̈ೣ ାଵି௠| 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 caso contrário

𝐸  ௠|𝑎்̈ೣ ାଵି௠| =  ௠| 𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௠
1 − 𝑣௧ି௠ାଵ

1 − 𝑣
 ௧ 𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

𝑞௫ା௧ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

Anuidades vitalícias Diferidas, Antecipado



𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்̈ೣ ାଵି௠| = 𝑣௠𝑎்̈ೣ ାଵି௠| 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 caso contrário

 ௠|𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

= ෍ 𝑣௧ା௠ ௧ା௠𝑝௫

ఠି௠ି௫

௧ୀ଴

Lembrando que  ௧ା௠𝑝௫ =  ௠ 𝑝௫ ×௧ 𝑝௫ା௠ 

 ௠|𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௧𝑣௠ ௠𝑝௫ ௧𝑝௠ା௫

ఠି௠ି௫

௧ୀ଴

= 𝑣௠ ௠𝑝௫ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௠ା௫

ఠି௠ି௫

௧ୀ଴

 ௠|𝑎̈௫ =  ௠ 𝐸௫𝑎̈௫ା௠

Anuidades vitalícias Diferidas, Antecipado



𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்ೣ ି௠| = 𝑣௠𝑎்ೣ ି௠| 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 caso contrário

𝐸  ௠|𝑎்ೣ ି௠| =  ௠| 𝑎௫ = ෍ 𝑣௠ାଵ
1 − 𝑣௧ି௠

1 − 𝑣
 ௧ 𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

𝑞௫ା௧ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠ାଵ

Anuidades vitalícias Diferidas, Postecipado



𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்ೣ ି௠| = 𝑣௠𝑎்ೣ ି௠| 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 caso contrário

 ௠|𝑎௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠ାଵ

= ෍ 𝑣௧ା௠ ௧ା௠𝑝௫

ఠି௫

௧ୀଵ

Lembrando que  ௧ା௠𝑝௫ =  ௠ 𝑝௫ ×௧ 𝑝௫ା௠ 

 ௠|𝑎௫ = ෍ 𝑣௧𝑣௠ ௠𝑝௫ ௧𝑝௠ା௫

ఠି௠ି௫

௧ୀଵ

= 𝑣௠ ௠𝑝௫ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௠ା௫

ఠି௠ି௫

௧ୀଵ

 ௠|𝑎௫ =  ௠ 𝐸௫𝑎௫ା௠

Anuidades vitalícias Diferidas, Postecipado



FLUXO ANTECIPADO

𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்̈ೣ ାଵି௠|, 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 ,  caso contrário

 ௠|𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௠
1 − 𝑣௧ି௠ାଵ

1 − 𝑣
 ௧ 𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

𝑞௫ା௧

 ௠|𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

=  ௠ 𝐸௫𝑎̈௫ା௠

 ௠|𝑎̈௫ = 𝑎̈௫ − 𝑎̈௫:௠ഥ | 

FLUXO POSTECIPADO

𝑌 = ቊ
 ௠|𝑎்ೣ ି௠|, 𝑇௫ ≥ 𝑚

0 ,  caso contário

 ௠|𝑎௫ = ෍ 𝑣௠ାଵ
1 − 𝑣௧ି௠

1 − 𝑣
 ௧ 𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠

𝑞௫ା௧

 ௠|𝑎௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ௠ାଵ

=  ௠ 𝐸௫𝑎௫ା௠

 ௠|𝑎௫ = 𝑎௫ − 𝑎௫:௠ഥ |



EXEMPLO 2: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar
uma anuidade vitalícia diferida por 20 anos, que paga 1 u.m. em
fluxo de caixa antecipado. Considerando a tábua de mortalidade
AT-2000 masculina e uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o
prêmio puro único a ser pago pelo segurado para comprar essa
anuidade com pagamento diferido.



EXEMPLO 2: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade vitalícia diferida por 20 anos, que paga 1 u.m. em fluxo de
caixa antecipado. Considerando a tábua de mortalidade AT-2000
masculina e uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prêmio puro
único a ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento diferido.

 ଶ଴|𝑎̈ସ଴ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସ଴

ఠି଺଴

௧ୀଶ଴

 ଶ଴|𝑎̈ସ଴ =  ଶ଴ 𝐸ସ଴𝑎̈଺଴ = 𝑣ଶ଴ ଶ଴𝑝ସ଴ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝଺଴

ఠି଺଴

௧ୀ଴

Repare que :

 ଵଽ|𝑎ସ଴ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସ଴

 

௧ୀଵଽାଵ

= ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସ଴

 

௧ୀଶ଴

=  ଶ଴| 𝑎̈ସ଴



O produto atuarial apresentado como seguro dotal misto,
pode ser combinado as anuidades e gerar uma nova
modalidade de seguros mistos, no qual o benefício pago
em caso de sobrevivência do segurado pode ser
substituído por anuidades certas ou vitalícias*.

Anuidades Diferidas-Seguro misto



EXEMPLO 4: Qual é o valor do prêmio puro único de um seguro
feito por uma pessoa de 40 anos que em caso de morte dentro
de um período de 25 anos deixará um benefício unitário, e caso
sobreviva terá direito a uma renda certa também unitária em
fluxo de caixa postecipado por 20 anos. Considere a tábua de
mortalidade AT-49 masculina e uma taxa de juros de 3% ao
ano.



EXEMPLO 4

𝑧
ర்బ

= ൞

𝑣்ାଵ 𝑇 = 0,1,2 … , 24

𝑣ଶହାଵ
1 − 𝑣ଶ଴

1 − 𝑣
𝑇 ≥ 25

Π = 𝐸 𝑧
ర்బ

= ෍ 𝑣௧ାଵ 𝑃(𝑇ସ଴ = 𝑡)

ଶସ

௧ୀ଴

+ ෍ 𝑣ଶହାଵ
1 − 𝑣ଶ଴

1 − 𝑣
𝑃(𝑇ସ଴ = 𝑡)

ఠିସ଴

௧ୀଶହ

𝛱 = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝ସ଴𝑞ସ଴ା௧

ଶସ

௧ୀ଴

+ 𝑣
1 − 𝑣ଶ଴

1 − 𝑣
𝑣ଶହ ෍ 𝑃(𝑇ସ଴ = 𝑡)

ఠିସ଴

௧ୀଶହ

Π = 𝐴ସ଴భ:ଶହ| + 𝑎ଶ଴| 𝐴ସ଴:ଶହ|భ 



EXEMPLO 5: Considere que no exemplo 4 o segurado tenha
interesse no dotal misto, porém em caso de sobreviver a
cobertura ( 25 anos) ele terá direito a renda vitalícia
(anuidade postecipada) unitária. Considere novamente a tábua
de mortalidade AT-49 masculina e a taxa de juros de 3% ao
ano.



EXEMPLO 5: 𝑥 = 40 , 𝑛 = 25

𝑧
ర்బ

= ൝
𝑣்ାଵ 𝑇 = 0,1,2 … , 24

 ଶହ|𝑎 ర்బିଶହ| 𝑇 ≥ 25

Π = 𝐸 𝑧
ర்బ

= ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝ସ଴𝑞ସ଴ା௧

ଶସ

௧ୀ଴

+ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସ଴

ఠିସ଴ିଶହ

௧ୀଶହା

𝛱 = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝ସ଴𝑞ସ଴ା௧

ଶସ

௧ୀ଴

+ 𝑣ଶହ ଶହ𝑝ସ଴ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝଺ହ

ఠି଺ହ

௧ୀଵ

Π = 𝐴ସ଴భ:ଶହ| +  ଶହ| 𝑎ସ଴



VPA de uma anuidade temporária por 𝑛 anos, diferida por 𝑚 anos
com pagamento antecipado, 𝑏 = 1 𝑢. 𝑚.

 ௠|𝑎̈௫:௡| =  ௠ 𝐸௫𝑎̈௫ା௠:௡| =  ௠ 𝐸௫ ෍ 𝑣௧

௡ିଵ

௧ୀ଴

 ௧ 𝑝௫ା௠

VPA de uma anuidade temporária por 𝑛 anos, diferida por 𝑚 anos
com pagamento postecipado, 𝑏 = 1 𝑢. 𝑚.

 ௠|𝑎௫:௡ത| =  ௠ 𝐸௫𝑎௫ା௠:௡ത| =  ௠ 𝐸௫ ෍ 𝑣௧

௡

௧ୀଵ

 ௧ 𝑝௫ା௠

Anuidades Diferidas Temporárias



EXEMPLO 6: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade que paga 1 u.m. no período de 3 anos. No entanto essa anuidade é
diferida por 3 anos. Considerando a tábua de mortalidade dada e uma taxa
de juros de 5% ao ano. Calcule o prêmio puro único a ser pago pelo segurado
para comprar essa anuidade com pagamento diferido, antecipado e
postecipado.

 ଷ|𝑎̈ସ଴:ଷ|ഥ =  ଷ 𝐸ସ଴𝑎̈ସଷ:ଷ|ഥ

 ଷ|𝑎̈ସ଴:ଷ|ഥ = 𝑣ଷ ଷ𝑝ସ଴ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସଷ

ଷିଵ

௧ୀ଴

 ଷ|𝑎̈ସ଴:ଷ|ഥ = 𝑣ଷ ଷ𝑝ସ଴ 1 +  𝑣 𝑝ସଷ + 𝑣ଶ ଶ𝑝ସଷ

 ଷ|𝑎̈ସ଴:ଷ|ഥ =
1

1,05

ଷ

 𝑝ସ଴𝑝ସଵ𝑝ସଶ 1 +  
1

1,05

 

𝑝ସଷ +
1

1,05

ଶ

𝑝ସଷ𝑝ସସ

 ଷ|𝑎̈ସ଴:ଷ|ഥ ≈ 2,457604



SOLUÇÃO: Pagamento postecipado, 𝑏 = 1 𝑢. 𝑚, 𝑚 = 3, 𝑛 = 3, 𝑖 = 0,05

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  =  ଷ 𝐸ସ଴𝑎ସଷ:ଷഥ|

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  = 𝑣ଷ ଷ𝑝ସ଴ ෍ 𝑣௧ ௧𝑝ସଷ

ଷ

௧ୀଵ

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  = 𝑣ଷ ଷ𝑝ସ଴ 𝑣 𝑝ସଷ + 𝑣ଶ ଶ𝑝ସଷ + 𝑣ଷ ଷ𝑝ସଷ

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  =
1

1,05

ଷ

 𝑝ସ଴𝑝ସଵ𝑝ସଶ

1

1,05

 

𝑝ସଷ +
1

1,05

ଶ

𝑝ସଷ𝑝ସସ +
1

1,05

ଷ

𝑝ସଷ𝑝ସସ𝑝ସହ

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  ≈ 0,8591533 × 2,71444

 ଷ|𝑎ସ଴:ଷ|ഥ  ≈ 2,33212



EXEMPLO 7 Mostre um exemplo que verifica-se a relação:
 ௠ାଵ|𝑎̈௫:௡ത| =  ௠| 𝑎௫:௡ത| 



𝑎̈௫ = ෍ 𝑎̈௧ାଵ|

ఠି௫

௧ୀ଴

  ௧ 𝑝௫𝑞௫ା௧ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀ଴

𝑎௫ = ෍ 𝑎௧̅|

ఠି௫

௧ୀଵ

 ௧ 𝑝௫𝑞௫ା௧ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫

௧ୀଵ

𝑎௫:௡| = ෍ 𝑎௧|ഥ 

௡ିଵ

௧ୀଵ

 ௧ 𝑝௫𝑞௫ା௧ + 𝑎௡| ௡𝑝௫

𝑎௫:௡| = ෍  ௧𝐸௫

௡

௧ୀଵ

= ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

௡

௧ୀଵ

𝑎̈௫ = 𝑎௫ + 1

𝑎̈௫:௡| = 1 + 𝑎௫:௡ିଵ| 

 ௠ାଵ|𝑎̈௫:௡ത| =  ௠| 𝑎௫:௡ത| 

𝑎̈௫:௡| = ෍ 𝑎̈௧ାଵ|

௡ିଵ

௧ୀ଴

 ௧ 𝑝௫𝑞௫ା௧ + 𝑎̈௡| ௡𝑝௫

𝑎̈௫:௡| =  ෍  ௧𝐸௫

௡ିଵ

௧ୀ଴

= ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

௡ିଵ

௧ୀ଴

 ௠|𝑎̈௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫ି௠

௧ୀ௠

 ௠|𝑎̈௫ =  ௠ 𝐸௫𝑎̈௫ା௠

 ௠|𝑎̈௫ = 𝑎̈௫ − 𝑎̈௫:௠ഥ | 

 ௠|𝑎௫ = ෍ 𝑣௧ ௧𝑝௫

ఠି௫ି௠

௧ୀ௠ାଵ

 ௠|𝑎௫ =  ௠ 𝐸௫𝑎௫ା௠

 ௠|𝑎௫ = 𝑎௫ − 𝑎௫:௠ഥ |

 ௠|𝑎̈௫:௡| =  ௠ 𝐸௫𝑎̈௫ା௠:௡|

 ௠|𝑎̈௫:௡| = 𝑎̈௫:௠ା௡| − 𝑎̈௫:௠ഥ | 

 ௠|𝑎௫:௡ത| =  ௠ 𝐸௫𝑎௫ା௠:௡ത|

 ௠|𝑎௫:௡ത| = 𝑎௫:௠ା௡| − 𝑎௫:௠ഥ |
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